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Résumé 

Let N q (g) the maximal number of points on a genus g curve over ¥ q . We prove 
that iV 3 (5) = 13. 

1 Introduction 

Soit N q (g) le nombre maximal de points rationnels sur ¥ q pour une courbe lisse 
de genre g sur ¥ q . Grâce aux bornes de Weil on sait que N q (g) est inférieur ou égal 
à q + 1 + Ig^fq. Ces bornes (même raffinées par la méthode d'Oesterlé) ne sont pas 
optimales et la détermination de N q (g) pour g > 2 reste incomplète. 
Le cas qui nous préoccupe ici est celui des courbes de genre 5 sur F3. Les majorations 
explicites d'Oesterlé donne un nombre de points inférieur ou égal à 14, et Kristin Lauter a 
montré l'inégalité stricte (cf. [3]). D'autre part on connaissait l'existence de courbes avec 
12 points rationnels construites par des revêtements successifs (cf. [4]). Dans la présente 
note nous nous proposons donc de combler la lacune existante en donnant explicitement 
une courbe de genre 5 avec 13 points rationnels comme l'intersection de 3 quadriques dans 
P 4 . Cette courbe est de plus exceptionnelle pour une autre raison : elle constitue, à ma 
connaissance, le premier exemple d'une courbe avec un nombre de points maximum qui 
est revêtement non galoisien d'une courbe elliptique. Nous donnons de plus explicitement 
ce dernier. 

2 Résultats 

Proposition 1 La courbe C définie par 




est une courbe de genre 5 qui possède 13 points sur ¥3. 
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Proposition 2 1. Au^C) =< u >~ Z/2Z. 

2. D = C/<to>a pour équation 

x\{xzX2 + x\ — x\X2) + + x\x 2 — x\)x\ = 0. 

3. C est revêtement non galoisien de la courbe elliptique E : y 2 = x 3 — x + 1. De plus 
si on prend comme modèle plan pour C 

x 4 + x 3 y 3 - x 2 - xy 5 + y 5 + 2y = 

le revêtement est donné par (x : y : 1) i— > (x' : y' : 1) avec 

I — x [i — x 2 y 3 — x 2 y 2 +x 2 +xy 5 +xy 4 --xy' i —xy 2 +xy—y 6 +y T ' +y 4 +y 3 —y 2 

■ ~ " (î/+i)(y-i)^(y 3 -y^+y+i) 

/ — x 3 y— x 2 y 5 +x 2 y 4 — x 2 y+xy 5 +xy 4 +xy 3 — xy 2 — xy+y 8 +y 7 +y 4 — y A — y 2 — y+1 

- (y+i) 2 (y-i) 3 (y 3 -y 2 +y+i) 

3 Démonstration 

La courbe a été construite par une recherche exhaustive des sextiques planes de 
genre 5 passant par les 13 points rationnels du plan projectif (soit 3 15 possibilités). Le 
plongement canonique permet alors d'obtenir un modèle lisse comme intersection de 3 
quadriques dans P 4 . 

D'autre part le polynôme caractéristique de C sur F3 se factorise en 

(T 2 + 2T + 3)(T 2 + 3T + 3)(T 2 + 3)(T 4 + 4T 3 + 8T 2 + 12T + 9). (1) 

De plus sur F 3 24 , le polynôme caractéristique se scinde en 

(T - 3 12 ) 4 (T 2 + 629918T + 3 24 ) 3 . 

Sur F 3 24 la jacobienne de la courbe C est donc isogène à E 2 xF 3 , avec E et F des courbes 
elliptiques qui sont absolument non-isogènes (par exemple parce que la première est su- 
persingulière et pas l'autre). En particulier sur F3, C est revêtement de trois courbes 
elliptiques. 

Pour montrer que C n'est revêtement galoisien d'aucune de ces courbes elliptiques, 
nous allons déterminer le groupe des automorphismes de C. On constate que 

u : (XI,X 2 ,X 3 ,X4,X 5 ) I ^ (xi,x 2 ,x s ,-X4,-x 5 ) 

est un automorphisme de la courbe. De plus C j < lu > est une courbe de genre 2 (par 
la formule d'Hurwitz) qu'on peut obtenir par l'élimination des variables X4 et X5 sous la 
forme : 

2y 3 x + y 3 + y 2 + x 4 + x 3 y - x 2 . 

Montrons maintenant que cet automorphisme est le seul qui soit non trivial, on 
aura alors que C est revêtement non galoisien d'une courbe elliptique. C'est en fait 
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une conséquence d'un théorème plus général du à Beauville [1, prop. 6.9] et qui donne 
exactement le groupe des automorphismes de C en fonction de ceux de la quintique 
définie ci-dessous. Mais nous avons besoin de quelque chose de moins précis et on obtient 
la démonstration élémentaire ci-dessous. 

Puisque C est donnée sous forme canonique, tous les automorphismes de la courbe sont 
linéaires. Soit ip un automorphisme de P 4 . C'est un automorphisme de C si et seulement 
si la matrice M G PGLs^) qui le représente est telle que qi(Mv) = pour i = 1,2,3 
et quelque soit l v = (xi, x 2 , x 3 , x±, X5) G C. 

Mais si M représente un automorphisme de C alors si on note Qi les matrices des formes 
quadratiques t MQiM est une quadrique contenant C. Elle est donc combinaison 
linéaire des Qi. 

On considère alors l'ensemble S des (x,y,z) G P2 tels que det(xQi + yQ2 + ZQ3) = 0. 
C'est une quintique lisse d'équation 

—x + y x — y — x + x + x y — y x + y =0 

qui ne possède qu'un seul automorphisme 

ip : (x,y,z) 1 ^ (x,-y,z). 

On peut définir un morphisme de groupe fi de Aut(C) C PGLs(F3) dans Aut(S) : Si M 
est un automorphisme de la courbe C et si 

' tMQxM = a 1 Q 1 + b l Q 2 + c 1 Q z 
< t MQ 2 M = a 2 Qi + 62Q2 + C2Q3 
k tMQzM = a 3 Qi + b 3 Q 2 + c 3 Q 3 

on a alors un automorphisme de S donnée par (x, y, z) ^ (a±x + a 2 y + a 3 z, b\x + b 2 y + 
b 3 z, c\x + c 2 y + c 3 z). De plus ce morphisme envoie u> sur ip. 

Il suffit de montrer que fi est injectif. La quintique étant non singulière, la quadrique 
singulière xQ\ + yQ 2 + zQ 3 associée à un point de la courbe (x, y, z) est de rang 4 et 
possède donc un unique point singulier. Soit s : S — > P 4 qui associe à un point de la 
quintique le point singulier de la quadrique correspondante. Soit M un automorphisme 
de C qui se réduit sur l'identité de S. L'action de M en tant qu'automorphisme de P 4 
sur s (S) est la même que celle induite par s*(/jl*(M)) qui est dans ce cas l'identité. Pour 
montrer qu'on a alors M = Id il suffit donc de montrer que les points de s(S) ne sont 
pas contenus dans un hyperplan. C'est en fait une conséquence du lemme suivant : 

Lemme 1 Soit F et G deux matrices déformes quadratiques non dégénérées d'un espace 
vectoriel E sur un corps k de caractéristique différente de 2 telles que P(t) = det(G — 
tF) = n'ait que des racines de multiplicité 1. Alors ces deux formes quadratiques sont 
simultanément diagonalisables. 

Montrons tout d'abord comment ce lemme permet de conclure. Soit l une droite trans- 
verse à S* et po, ■ ■ ■ ,Pi les points d'intersection. On considère le pinceau de quadriques 
défini par l : il est engendré par deux quadriques non singulières d'équations F et G telles 
que det(F — tG) = n'a que des racines de multiplicités 1 (puisque l est transverse). On 
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peut alors appliquer le lemme : dans une base qui diagonalise simultanément les deux 
quadriques on écrit F = ^ X 2 et G = ^ otiXf ai / ctj. Avec ces coordonnées les images 
s(pi) sont alors tout simplement les points (1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0), ... , (0, 0, 0, 0, 1) qui 
ne sont évidemment pas dans un même hyperplan, d'où le résultat. 

Démonstration : Soit n la dimension de E. Soient \i,Vi (Xi ^ et Vi ^ 0) les n 
scalaires et vecteurs tels que Fvi = XiGiVi. Nous allons montrer que les Vi sont une base 
orthogonale pour F et G. On a 



Par hypothèse, les Aj sont tous distincts on a donc par égalité de 4 et 5 que t VjFvi = 
tyjGvi = 0. 

Nous allons donner explicitement un revêtement de C sur une courbe elliptique. On 
a le théorème suivant 

Théorème 1 [2] Soit C une courbe sur ¥ q dont la jacobienne est isogène à un produit 
A x E avec E une courbe elliptique. Soit r le résultant des polynômes minimaux de la 
restriction de F + V à E et A où F est l'endomorphisme de Frobenius de Jac(C) et V 
son dual. Alors il existe une courbe elliptique E' isogène à E et une application de C 
dans E' dont le degré divise r. 

On applique ce théorème au facteur T 2 + 3T + 3 de (1). Il existe donc un revêtement 
de degré 3 de C vers une courbe E avec 7 points sur F3. A isomorphisme près cette 
courbe est unique d'équation E : y 2 = x 3 — x + 1. 
Pour expliciter le revêtement, nous procédons comme suit 

- Au dessus d'au moins un point rationnel de E il existe trois points rationnels de C 
(éventuellement non distincts). Quitte à effectuer une translation on peut supposer 
que ce point est l'origine de la courbe elliptique. 

- Pour chacune des ( 1 1 3 ) + (2 3 ) + (g 3 ) = 377 possibilités, on considère alors le diviseur 
D de degré 3 au dessus de l'origine. Si / : C —> E est le revêtement et si g : E —> F 1 
est l'application (x : y : z) ^> (x : z) alors g o / £ C(2D). Le théorème de Clifford 
montre que 1{2D) < 2 et par Riemann-Roch on a que l(D) = 2. 

- Soit 4> £ C(2D) non constante. Pour = 4>, <fi + 1, <fr — 1 on calcule t/j 3 — tp + 1. Si 
cette fonction est le carré d'une autre fonction ip y alors on a le revêtement donné 
par p 1 ^ (ip x (p) : Vfy(p) : !)• 

Grâce à MAGMA, on réalise rapidement ces calculs. Deux modèles plans paraissent 
particulièrement intéressants pour C : le premier 



t 



VjFvi = 



Xi l VjGvi 

t ViFvj par symétrie de F 

Xj t ViGvj 

Xj t VjGvi par symétrie de G 



(2) 
(3) 
(4) 
(5) 



x 4 y 2 + x 2 y 4 + y 6 + x 2 - y 2 + x 3 + xy 2 + 1 + x - x 4 = 



est un modèle pour lequel l'involution est y 1— > —y. Le second 



x 4 + x 3 y 3 - x 2 - xy 5 + y 5 + 2y = 
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FiG. 1 - Ramification 
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possède 13 points rationnels (tous les points de P 2 (F3)). Pour ce second modèle, un 
revêtement est donné par (x : y : 1) i—> {%' : y' : 1) avec 



I x (y+i)(y r i) 2 {y A -y 2 +y+i) 

| / _ -x A y-x 2 y 5 +x 2 y 4 -x 2 y+xy 5 +xy 4 +xy [i -xy 2 -xy+y 8 +y 7 +y 4 -y A -y 2 -y+l 

l y ~ (y+i) 2 (y-ir(y à -y 2 +y+i) 

La figure 1 montre la ramification de / (le nombre derrière le point est l'indice de 
ramification. On constate en particulier que le revêtement est sauvagement ramifié). 
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